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Exercice 1

On veut résoudre dans N* x N* :
(E): 2*2*+7)=y(2z +y).
Soit (z,y) € N* x N* et soit 6 = PGCD(z,y). On pose :
x =da et y = 0b.
Alors PGCD(a, b) = 1.

1) a) Veérifier que :
a®(0%a* +7)'= b(2a +.b).

Corrigé :
Comme (z,y) est solution de (E), on a*:

(6a)%((6a)® + 7) = 6b(20a + 6b).
Donc :
§2a2(%a® +7) = 6°b(2a + b).
Puisque 6 # 0, on divise par, %=
a*(6%* % 7) = b(2a + b).
b) En déduire I’existénce d’unentier naturel k tel que :
2a + b = ka* et 6%a* + 7 = kb.
Corrigé :

On a:
a®(6%a® +7) = b(2a + b).

Cotnme, PGCD(a, b) = 1, alors :
PGCD(a?,b) = 1.
Ainsiya® divise b(2a + b) et a® est premier avec b. D’aprés le théoreme de Gauss :
a® | (2a +b).

Donc il existe & € N tel que :
204+ b = ka®.

En remplacant dans I'égalité précédente :
a?(6%a® + 7) = bka’.
Comme a # 0, on divise par a® :

20 +b=ka® et 06%a>+T7=kb.
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c) En déduire que : a = 1.

Corrigé :
On a:
2a + b = ka®.
Donc :
b=ka® — 2a = a(ka — 2).

Ainsi :

a|b.
Or :

PGCD(a,b) = 1.

Donc :

a=1.

d) En déduire que :
(b+1)? = 6% +8.
Corrigé :

Puisque a = 1, les relations deviennent :

2 4+b=Fk
et :
62 + 7 = kb.
Donc :
677 =b(b +2) = b* + 2.
Ainsi :

2 +8=b"20+1=(b+1)>

Par conséquent :
(b+1)> =62 +38.

2) Résoudre dans Nx N* I’équation (F).
Corrigé :
D’aprés la question précédente :
(b+ 1) -6 =38.

Donc ;
b+1—-0)b+1+0)=8.

Les deux facteurs sont positifs et de méme parité. La seule possibilité est :
b+1—-06=2 et b+1+4+0=4.

En additionnant :
2(b+1) =6.

Donc :

Puis :
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Donc :

Comme a = 1, on obtient :

r=da=1 et y = 0b=2.

Vérification :
P*(1°+7) =8
et :
22x1+2)=8.
Ainsi :

(1,1/) - (17 2)'

Exercice 2

On considére la courbe (E) d’équation :

Y= §\/16—x2.

4
1) a) Montrer que (F) est une partie d’une ellipse qu’on déterminera.

Corrigé :
On a: 5

Yy = Z vV 16— 2
Donc :

16=2">0 = —-4<z<4

De plus :

y>0.

En élevant au carré : 9
2 — (16 — 2 )
Y 16( 6 — )
Donc :
169 = 144 — 922,
Ainsi :
92% + 169> = 144.

En divisant par 144 :
22 P
T A
16 * 9

Donc (E) est la demi-ellipse supérieure de centre O, de demi-axes 4 et 3 :

)

S
oS,

+-=—==1 avecy > 0.

1

D

b) Tracer la courbe (F).
Corrigé :
La courbe passe par :
(—4,0), (4,0), (0,3).
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; - - - - - - (4’®l
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 )

Soient A(4,0) et B(0,3). Soit M;(x1) un point de (E) avec x; € [0,4]. Onpose :

x1 = 4costy, 0<t, <

b | 3

On considére :

3 4
I(xq) = Z/ V16 — 22 dz.
x1
2) a) Par le changement de variable x = 4 cost, méntrer que :

I(I‘l) = 6t1 = 381H(2t1)

Corrigé :
On pose :
x = 4cost.
Alors :
dr = —4sintdt.
De plus :

V16 — a2 = V16 — 16 cos2t = 4sint

T
car 0 <t < 5 Lorsquer = x3,= 4costy, on at =ty ; lorsque x =4, on at = 0. Donc :

0
z,) = %/ 4sint(—4sint) dt.

t1

Ainsi : .
I(z)) = 12/ sin® ¢ dt.
0
Or : . )
gin?t = L= o08(2t)
2
Donc : .
11— 2t
I(z1) = 12/ 1= cos@) )
0 2
Ainsi : .
1 1
I(z) =6 {t - = Sin(2t)}
2 0
D’ou :

I(xq1) = 6t; — 3sin(2ty).
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b) Vérifier que ’ordonnée du point M; est 3sin(t;).

3/
ylzz 16—1’%

x1 = 4costy.

Corrigé :
Comme M, € (E) :

Or :

Donc :

3 3
Y = Z\/16 —16cos?ty = 2/ 16sint;.

T
Comme 0 < t; < 5 on a sint¢; > 0. Donc :

Y = 4sint;.

A~ w

Ainsi :
Y1 = 3sint;.
c) Calculer ’aire S(z;) en fonction de ¢;.
Corrigé :
On note P(z4,0). L’aire demandée est :

S(z1) = Kz) FAroen, -

Or :
-AAOPMl = 5301341-
Donc : 1
Aporu, = 5(4cost1)(?>sint1).
Ainsi :
Arepy, = 6sinty cost; = 3sin(2ty).
D’ou :

S(z1) = 6t — 3sin(2t;) + 3sin(2ty).

Par conséquent, :
S(.’L’l) = Gfl

d) En déduirePaire S.
Corrigé
L’aixe S correspond au cas M; = B(0,3), donc z; = 0. Ainsi :

4cost; =0 = t; = g

Donc :

Par conséquent :
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c)

Montrer que :

S T
(x1) 5 — 1 1
Corrigé :
On a:
S(Il) = 6t1
et :
S = 3.
Donc : 3
S(r) == <<= 6t = ;
Ainsi : 3
h="o=1
12 4
Donc : g
T

Déterminer les coordonnées de M, dans lé repére (O, @)1, O?) lorsque t; = Z
Corrigé :
Dans le repére usuel :

r1 = 4.cos T o /2

4
et :
34 T 32
=3sin — = ——.
U1 S 1 5

Dans le repére (O, O—1>4, O?), on écrit,:

Comme :

OA = (4,0), OB =(0,3),
on obtient :

(x17y1) = (4X7 3Y)
Donc :
xo T V2o m V2
4 2 3 2
Alinsi :
2 2
(28
(0,04,0B)

Exercice 3

Premiére partie

On considére :

Contact 0644127117 / 0708875223
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1)

Montrer que F est stable pour ’addition et la multiplication.
Corrigé :

Soient M (a,b) et M(c,d) deux éléments de E.

Pour I'addition :

a+tbtct+d —(b+d)

M(a’b)+M(c’d):( b+d a+c

):M(a+c,b—|—d)€E.

Pour la multiplication :

M{(a, b)M(c, d) = (azb _b) (ng _d).

a c
Donc : ; ( ; ba)
_ (ac+ad+bc —(ad+ bc+ bd
M{(a,b)M(c,d) = (ad+bc+bd ac — bd >
En posant :
A =ac—bd, B = ad +.bc +0d,
on a :
A+ B =ac+ ad + be.
Donc :
M(a,b)M (c,d) = M(A,B) € F.
Ainsi :

E est(stable pour +_et pour X .

Montrer que (E,+, X) est un anneau commutatif et unitaire.
Corrigé :
La matrice nulle appartient & E/car :

(8 8) — M(0,0).

—M(a,b) = M(—a,—0b) € E.

Si M(a,b) € E, alors :

Donc (E,+) est unygroupe abélien.

La matrice identité appartient & E car :
10
I = (0 1) = M(1,0).

M(a,b)M(c,d) = M(ac — bd, ad + be + bd).

De plus :

Cette expression est symétrique en (a,b) et (¢, d), donc :
M(a,b)M(c,d) = M(c,d)M (a,b).

Ainsi :
(E,+, x) est un anneau commutatif et unitaire.
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3) a)

Montrer que :
P Hry+yt =0 <= z=y=0.

Corrigé :
On écrit :

2 2 y\2 3,

rt+zyty =(x+=| +-y.

2 4
Donc si :
o +ay+y* =0,

alors :

y>2 3 4
+2) =0 et Zy?=0.
(x 5 0 e 1Y 0

Donc y = 0, puis x = 0. La réciproque est évidente. Ainsi :

P Hry+yt=0 <= z=y=0.

<

Déterminer les éléments inversibles de 'anneau (E, %, X)s
Corrigé :
On a:

det M (a,b) = (a+b)a — (=bYb.= a®* ab K b*.

D’aprés la question précédente :
A +ab+b? =0 == “a=0b=0.

Donc :
M (a,b) est inversible <= (a,b) # (0,0).

De plus :
1 a b
_1%
M(a;b) = S <—b a+b>'

Cette matrice appartient encore a F car :

+b b
M(anb) "= M —— - .
(a.0) (az—i—ab—i—b?’ a2+ab—|—62>

Ainsi :
Les inversibles de E sont les M (a,b) # M(0,0).
En-déduirenque (E, +, x) est un corps commutatif.
Corrigé :
On,a montré que (F, 4+, X) est un anneau commutatif unitaire et que tout élément non
nul de F est inversible. Donc :

(E, 4+, X) est un corps commutatif.

Deuxiéme partie
Soit o € C\ R.
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1) Montrer que (1,0) est une base de (C,+) sur R.

Corrigé :
On sait que :
oceC\R.
Donc o n’est pas réel.
Soient «, 5 € R tels que :
a+ fo=0.
Si 8 # 0, alors :
!
o=——€eR,
g
ce qui est impossible car o ¢ R.
Donc :
5=0
Puis :
a=0
Ainsi, la famille (1, 0) est libre dans C.
Or :

Donc (1,0) est une base de C sur R.

Par conséquent :
(1, 0 }4est une base de C sur R.

2) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (E,+)\vers (C,+).

Corrigé :
On a:
M (a,b) ¥ M(c,d) = M(a+c,b+d).
Donc :
(M@, b) + M(c,d)) = (a+¢) + o(b+d).
Ainsi :

W(M(a,b) + M(c,d)) = (a+ ob) + (¢ + od).

Donc ¢ est un morphisme additif.

Comme (1, 0 )est unewbase de C sur R, tout z € C s’écrit d’une maniére unique :
z=a+ ob.

Ainsi, ilexiste un unique M(a,b) € E tel que ¥(M(a,b)) = z. Donc 9 est bijective. Par
conséquent :
) est un isomorphisme de (F, +) vers (C, +).

3) Résoudre dans C :
22— 24+1=0.
Donner les solutions sous forme exponentielle.
Corrigé :
Le discriminant est :
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Donc :
C1+4V3
= TR
Ainsi : /3
I VA -
a=gtig =
et :
2_1_i£_ —im/3
2 2

Par conséquent :
S — {eiﬂ/S. ef’i7r/3} )

1 3
4) On suppose que 0 = 3 + Z\/T_ Montrer que ¢ est un homomorphisme de (E, X)
vers (C, x).
Corrigé :
Comme : Y
I V3
T3
alors o est solution de :
22— 2+ 1=0.
Donc :
o? =g "

D’autre part :
M (a,b)M(¢,d) = M(ac — bd;ad + be + bd).

Donc :
(M (a,b)Me,d)) = ac — bd + o(ad + bc + bd).
Or :
WM a, b)) (Mc,d)) = (a + ob)(c + od).
Donc :
(a +.0b)(¢ + od) = ac + o(ad + bc) + o?bd.
Comme 0% = 0~ 1,61 obtient :
(a+ob)(c+ od) = ac—bd+ o(ad + bc + bd).
Donc/:
¢(M(a’ b)M(C’ d)) = ¢(M(a7 b))@D(M(Q d))
Ainsi :

Y est un homomorphisme de (F, x) vers (C, x).

Exercice 4

On consideére :
> 0.

10
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1) Calculer les limites en 0" et en +o00, puis déterminer les branches infinies.
Corrigé :

lim f(z)= lim (4111:6 — 1) = —00.

0+ z—0+ 2 2

Donc x = 0 est une asymptote verticale.

De plus :
Inx
lim — =0.
T——400 1,'2
Donc : ]
li = ——.
Jm f@) = =3
o 1 . -
Ainsi y = —3 est une asymptote horizontale au voisinage de +o0.
: 1 :
x = 0 asymptote verticale et y = 5 asymptotéshorigontale.

2) a) Montrer que :

f(w) =4 <ﬂ> _

23
Corrigé :
o 1
f(z) =4(lnx)z™ — 5
Donc :
f(x)=u (—x_Q —2(In :L‘):E_3)
x
Ainsi : 1_ 9]
, —2Inzx
Fry = ar

b) Dresser le tableau ‘de/variations de f.
Corrigé :
Comme 2% > 0, le'signe de f'(z) est celui de 1 — 2Inz.

1-2lnz=0 <= z=+ /e

Donc fiest croissante sur |0, \/e] et décroissante sur [y/e, +00.

2 1
f(Ve) = it
D’ou :
x 0 Ve +00
f'(x) + 0 -
2 1

f(aj) /' e 2 \ 1
—00 2

11
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3)

Montrer que f(x) =0 admet exactement deux solutions a et [ telles que :

l<a<e<p<3.

Corrigé :
On a :
fl)=—=<0
et : 9 1
f(\/g)=g—§>0

Par TVI et croissance sur |0, /€], il existe une unique solution :

a €)1, /el

De plus :
£(3) = 41;13 - % <0.
Comme f(y/e) > 0 et f est décroissante sur [/e, +oo[,Al existe une.uniquésolution :
8 elve, 3
Donc :

l<a<fVe<p<3.

Déterminer ’équation de la tangente (Tf"en z, = 1.

Corrigé :
1 !/
V& F)=4
Donc :
y=f ()@ —1)+ f(1)
Ainsi : ) 9
=4(x—1)— = =4do — -.
yFae—1)—-g=dz—g
Par conséquent :
9
T): y=4x — —.
(T): y=da—

Tracer la courbe (().
Corrigé :

12
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IT

1) Montrer que :
Vt € [0, 4o00],

Corrigé :
Commet>0,onat+1>0.

1
1—t<——<1
t+1
== 1<t+1,
(1-t)(t+1) <1

1-t)t+1)=1-*<1.

1
— <1
t+1
ce qui est vrai. De plus :
1
1—t<——
t+1
Or :
Donc :
1—1
2) En déduire que :
Va € [0, +o0],

Corrigé :

< =
T t+1

1
1.

2

a—%ﬁln(a%—l)ﬁa.

On intégre I'inégalité précédente entre 0 et a :

a a 1 a
/(1—t)dt§/ —dtg/ 1dt.

Donc :
a2
s <[In(t+1)]§ < a.
Ainsi :
a2
a— <In(a+1) <a.
I11
On considére : 1 .
nlnx
) ="5T -2 meNn>4
1) Etudier les variations de f,.
Corrigé :
1—2Inx
/ —
fn(‘r) =n ZL‘S .
Comme :

n>0 et x*>0sur]0,+ool,

le signe de f!(x) est celui de :

1—-2lnz.

13
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Or :
1-2lnz=0 <= x=/e

Donc :
() >0 si0<z<ye,

fu(x) >0
fie) =0 siz= Ve
fi(x) <0 six>. /e

Ainsi, f,, est croissante sur ]0, y/e] et décroissante sur [\/e, +o0].

De plus : .
n
fa(Ve) = % 3
Et : ]
:EEI(?‘F Ju(w) = =00, ml—lgloo fal) = 2
r 0 Ve 400
() + 0 -

2) Etudier la concavité de (C,) et montrer qu’elle admet un point d’inflexion d’abs-
cisse /0.

Corrigé :
i) = n(l ~ 2Inx)x>.
Donc : 5
() === - 3(1 — 2Inz)z ™| .
x
Ainsi : (61 5)
n(6lnz —
fala) = —F—
x

Comme :

n>0 et z*>0,

le sigite dewf)(z) est celui de :

6lnx — 5.
Or :
6lnz —5=0 <=z =5
Done:
x 0+ /6 +00
fa(x) - 0 +
(Cn) concave ()  convexe

14
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Comme f” change de signe en €/, la courbe (C,) admet un P.I d’abscisse :

e’/
3) a) Comparer fn(x) et fTL+1('r)‘
Corrigé :
On a : | .
nlnx
fn((L’) = 72 - 5
et : ( 1 .
n+1l)nx
fn—s—l(i') = 2 9
Donc : ( " ) | \
n+1)lnx ninx
far1(@) = fulz) = (T - 5) - < I 5) :
Ainsi :
() — fu() = (n+1)Inz—nlng
n n - x2 .
D’ou :
nz

fn+1(.%’) - fn(x) - ?

Or, pour tout x > 0, on a :

2 >0

Donc le signe de :
frt1(z) — falT)

est le signe de :
Inz.

On sait que :
Inz/<0 si0<z<l,

In1=0,

et :
Inz >0 sixz>1.

Donc :

for1(z) < fulz), 0<z<1,
Jop1(1) = fu(1), x=1,
for1(z) > fulz), x> 1.

V

b) En déduire la position relative de (C,) par rapport a (C,;).
Corrigé :
La courbe (C),11) est au-dessous de (C,,) sur |0, 1], les deux courbes se coupent en z = 1,
et (Cp41) est au-dessus de (C,,) sur |1, 400

4) Montrer que f,(z) = 0 admet exactement deux solutions u, et v, telles que :
1 <u, <+ve<uv,.

Corrigé :

15
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6)

On a:
1

fal1) = =5 <0

et :
n 1_n—e

falVe) = o~ — 5 = >0

T 2% 2 2

car n > 4 > e. Donc il existe une unique solution u,, €]1, /e[ car f, est croissante sur |0,4/e].

De plus :

Comme f,(y/e) > 0 et f, est décroissante sur [\/e,+o0o[, il existe unedunique selution
v, €]y/€, +00[. Ainsi :
1 <u, <+vVe<u,.

Montrer que la suite (u,),>4 est strictement décroissante.
Corrigé :
Comme f,(u,) =0, on a :

Inu,,
fn+l(un) - fn(un> = I;Z >\0

n

car u, > 1. Donc :
fn-‘rl(un) > 0.

Or :
fat1(1) <0.

Puisque f,,1 est strictement croissamtesur |1, v/e[ et que u,, 41 est son unique zéro dans cet
intervalle, on obtient :
Upt1 < Up.

Donc :
(w, West strictement décroissante.

a) Montrer que :
(up~1)(3 —up)

5 < In(u,) <wu, — 1.

Corrigé :
On applique I'inégalité de la partie II avec :

Alors : )
a——<ln(e+1)<a
Donc : 2
un—1—<un; ) <In(u,) <wu, —1
Or :
v 1 (un —1)*  (un —1)(3 — uy)
2 2
D’ou :
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b) En déduire que :

u? u?
L <y, -1< —"—.
2n ~ n(3—uy,)
Corrigé :
Comme f,(u,) =0 :
nlnwu, 1
u2 2
Donc :
un
Inu, = —

< =<, — 1.
2 — 2n
Donc :
ul
L <y, —1
n
Et, puisque 3 —u, >0 :
U2
Uy — 1 < ————
~ n(3—uy)
Ainsi :

B, 1)
c) Montrer que :
1 e
= <y, — RS
2n — n
Corrigé :
Comme u,, > 1, alors u? > 1 -denc :

|~

2
u
n - 2n
De plus u,, < /e, doncu? <'e, et \/e < 2,

DO

donc 3 —u,, > 1. Ainsi :

: e
n(3 — uy,) <~
Donc :
— <u,—1< i
2n — n
d) En déduire que (u,) est convergente et donner sa limite.
Ceorrigé :
Ona: .
o0<u,—1<—.
n
Or : .
lim — =0.
n—+oo N

Donc, d’aprés le théoreme des gendarmes :

nl—1>I—|I—100(un —1)=0.
Ainsi :

lim wu, =1
n—-4o00

17
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7) a)

Montrer que :

vy > /0,
Corrigé :
Calculons : S
£ 5/6) ~ nln(e /6)
n <€5/6)2
Donc :

Comme n >4, on a :
20
5/6y > Y
f’l’b(e ) Z 665/3

Cette quantité est positive, donc :

fa(e?/8) > 0.

Or fu(v,) =0 et f, est décroissante sur [y/e, +00[. Donc :

Uy > /3¢

En déduire que :
lim v, = +o0.

n—-+00
Corrigé :
On a :
fa(vn) =0
Donc :
nla(v,) 1 0
V2 2
Ainsi :
nin(v,) 1
v 2
Donc : )
n=—_n
21n(v,)
Supposons ‘que la suite (v,,) soit bornée.
2
Alors la suite : Un serait aussi bornée.
21In(v,)
Ce qui.est impossible car :
n — +00.
Donc la suite (v,,) n’est pas bornée.
Or :
v, > Ve > 0.

Par conséquent :

lim v, = +oc0.
n—-+400

18



